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1. (010%) Βαθµός : © :© © © © :© :© © © © :© (µη γράφετε σε αυτήν την γραµµή)

Υπολογίστε το όριο
lim

x→−∞

(
x+

√
1 + x2

)
.

Λύση.

΄Εχουµε

lim
x→−∞

(
x+

√
1 + x2

)
= lim

x→−∞

x2 −
(√

1 + x2
)2

x−
√

1 + x2

= lim
x→−∞

−1

x
(

1 +
√

1 + 1
x2

)
= 0 .

2. (010%) Βαθµός : © :© © © © :© :© © © © :© (µη γράφετε σε αυτήν την γραµµή)

Υπολογίστε το όριο
lim

x→+∞

cosx

x
.

Λύση.

Το Ϲητούµενο προκύπτει από τις σχέσεις

−1

x
≤ cosx

x
≤ 1

x

και
lim

x→+∞

1

x
= 0 .

3. (020%) Βαθµός : © :© © © © :© :© © © © :© (µη γράφετε σε αυτήν την γραµµή)

Βρείτε µια συνεχή συνάρτηση f : R→ R τέτοια, ώστε

xf(x) = 1− cosx, για όλα τα x ∈ R.

Λύση.

Ο τύπος συνάρτησης
1− cosx

x

ικανοποιεί όλες τις Ϲητούµενες συνθήκες, όµως όχι στο Ϲητούµενο σύνολο R αλλά στο υποσύνολο R\{0}.
Παρατηρούµε ότι

lim
x→0

1− cosx

x
= 0

οπότε η Ϲητούµενη συνάρτηση είναι η

f(x) =

{
1−cosx

x , αν x ∈ R\{0}
0, αν x = 0 .

4. (020%) Βαθµός : © :© © © © :© :© © © © :© (µη γράφετε σε αυτήν την γραµµή)

Θεωρούµε τη συνάρτηση f : R→ R, µε τύπο

f(x) =
x

1 + x2
, x ∈ R.



(i) Βρείτε το f(R).

(ii) Εξετάστε αν είναι αµφιµονοσήµαντη.

(iii) Αν ξ ∈ R, ϐρείτε το πλήθος των ϱιζών της εξίσωσης f(x) = ξ.

Λύση.

΄Εχουµε διαδοχικά

(i) Κάνοντας µελέτη της συνάρτησης, χρησιµοποιώντας παραγώγους, προκύπτει ότι η f είναι γνησίως
ϕθίνουσα στα διαστήµατα A1 = (−∞,−1) και A3 = (1,+∞), ενώ είναι γνησίως αύξουσα στο
διάστηµα A2 = [−1, 1]. ΄Ετσι,

f(A1) =

(
−1

2
, 0

)
f(A2) =

[
−1

2
,
1

2

]
f(A3) =

(
0,

1

2

)
από τα οποία προκύπτει ότι

f(R) =

[
−1

2
,
1

2

]
.

(ii) Η f δεν είναι αµφιµονοσήµαντη διότι f(A2) ∩ f(A3) 6= ∅.
(iii) Με ϐάση το (i), έχουµε

• Αν ξ < −1
2 ή ξ > 1

2 , δεν υπάρχει καµία ϱίζα.
• Αν ξ = −1

2 ή ξ = 1
2 ή ξ = 0, υπάρχει ακριβώς µια ϱίζα.

• Αν −1
2 < ξ < 0 ή 0 < ξ < 1

2 , υπάρχουν ακριβώς δυο ϱίζες.

5. (010%) Βαθµός : © :© © © © :© :© © © © :© (µη γράφετε σε αυτήν την γραµµή)

Υπολογίστε το όριο
lim
n

n
√
a, a > 0 .

Λύση.

Υπολογίζουµε το όριο της συνάρτησης f : [1,∞)→ R µε τύπο f(x) = x
√
a

lim
x→∞

x
√
a = lim

x→∞
a

1
x = lim

x→∞
e

ln a
x = e(limx→∞

ln a
x ) = e0 = 1 .

6. (010%) Βαθµός : © :© © © © :© :© © © © :© (µη γράφετε σε αυτήν την γραµµή)

Υπολογίστε το όριο
lim
n

n
√
n .

Λύση.

Υπολογίζουµε το όριο της συνάρτησης f : [1,∞) → R µε τύπο f(x) = x
√
x, χρησιµοποιώντας και τον

Κανόνα l’Hôpital,

lim
x→∞

x
√
x = lim

x→∞
x

1
x = lim

x→∞
e

ln x
x = e(limx→∞

ln x
x ) = e

(
limx→∞

1/x
1

)
= e0 = 1 .

7. (020%) Βαθµός : © :© © © © :© :© © © © :© (µη γράφετε σε αυτήν την γραµµή)

∆ώστε παράδειγµα συνάρτησης f : R→ R η οποία είναι συνεχής µόνο σε ένα σηµείο του R και δεν είναι
παραγωγίσιµη σε κανένα σηµείο του R. Απαιτείται πλήρης απόδειξη.
Λύση.

Μια τέτοια συνάρτηση είναι η f : R→ R µε τύπο

f(x) =

{
x, αν x ∈ R ∩Q,
1, αν x ∈ R\Q,



η οποία είναι συνεχής µόνο στο σηµείο x0 = 1 και δεν είναι πουθενά παραγωγίσιµη. Η απόδειξη για τη
συνέχεια στο σηµείο x0 = 1, καθώς και η απόδειξη για το ότι δεν είναι συνεχής στα υπόλοιπα σηµεία,
γίνονται µε τη ϐοήθεια ακολουθιών. Η απόδειξη για το ότι δεν είναι παραγωγίσιµη στο R\{1} ϐασίζεται
στο γεγονός ότι δεν είναι συνεχής σε αυτό το σύνολο, ενώ η απόδειξη ότι δεν είναι παραγωγίσιµη στο
σηµείο x0 = 1 γίνεται µε τη ϐοήθεια ακολουθιών.


